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Eksponensial- og 
logaritmefunksjoner4
I dette kapitlet skal vi innføre to nye funksjonstyper, eksponensialfunksjonen 
og logaritmefunksjonen. De henger nøye sammen og spiller en meget viktig 
rolle innenfor anvendt matematikk, ikke minst innenfor økonomisk teori.

Funksjonene opptrer også på en rekke andre felter, for eksempel i sta-
tistikken.

I slutten av kapitlet skal vi se nærmere på noen såkalte ubestemte uttrykk.

Eksponensialfunksjonen
En størrelse som vokser eller avtar med en fast prosent per tidsenhet, vokser 
eller avtar eksponensielt.

En kapital på K0 kroner som vokser med 6 % hvert år, vil etter ett år ha vokst til

K1 =K 0 1+ 6
100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟=K 0 ⋅1,06

Etter to år har vi

K2 = K1 · 1,06 = K0 · 1,062

Dersom kapitalen har stått urørt i x år, kan vi skrive

Kx = K0 · 1,06x

Hvis for eksempel startkapitalen er 15 000 kroner og tiden er 8 år, har vi

K8 = 15 000 · 1,068 = 23 908 kroner.

Størrelsen 1,06 kalles i dette eksempelet vekstfaktoren.
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Dersom vi har en vekst på p % per tidsenhet, vil vekstfaktoren være

1+ p
100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟=1+r  hvor r = p

100

Dersom en størrelse avtar med en fast prosent (p %), vil vekstfaktoren være

1− p
100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟=1−r

Vi kaller det altså vekstfaktor selv om vi har en avtakende situasjon.

En bil koster ny kr 280 000. Vi regner med en verdiforringelse på 12 % i året. 
Hva er verdien etter 5 år?

Her blir vekstfaktoren

1− 12
100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟=0,88

Verdien etter 5 år er

V5 = V0 · 0,885 = 280 000 · 0,885 = 147 800 kr
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Disse eksemplene leder oss til å definere en funksjon som er en potens med 
konstant grunntall og variabel eksponent.

Vi har tidligere (kapittel 1) sett at potenser med positive grunntall og rasjo-
nale eksponenter har mening.

a
p
q = a pq
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0 < a < 1a > 1

Tegn grafene til

f(x) = 2x  og  g(x) = x2

i samme koordinatsystem.

Tegn i samme koordinatsystem grafene til

f(x) = ax

når a=3 a= 2 a= 1
2

a= 1
3

Kommenter det du ser.

Fra fysikken kjenner vi radioaktive stoffer. Det er stoffer som sender ut radio-
aktive partikler. Graden av utsendelse varierer fra stoff til stoff og beskrives 
ved den såkalte halveringstiden. Det er den tiden det tar for den radioaktive 
intensiteten å synke til det halve. Halveringstiden varierer fra noen millioner 
år ned til brøkdeler av et sekund og er karakteristisk for det enkelte stoff. 
Halveringstiden kan ikke påvirkes av ytre faktorer.

Ved en bestemt kjernefysisk sprengning dannes det radioaktive stoffet Stron-
tium-90. Dette er svært farlig for den levende organismen. Halveringstiden 
for dette stoffet er 29 år. Det betyr at dersom det ved et tidspunkt t = 0 er I0 
enheter av dette stoffet, vil det etter t år være

I t( ) = I 0
1
2
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

t
29

enheter igjen. Vi ser spesielt at I 29( ) = I 0
1
2
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

1

=
1
2
I 0

FIGUR 4.2

OPPGAVE 4.1

OPPGAVE 4.2
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Halveringstider

Radium 1620 år

Uran 4,5 · 109 år

Radon 3,8 dager

Polo-
nium

138 dager
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Tallet e, Eulers tall
Matematikken er full av overraskende tall, setninger og egenskaper. Et tall 
som dukker opp i mange anvendelser, er tallet π eller 3,14159 … Vi skal se på 
et annet slikt tall som også har fått en bokstav til kjennemerke; tallet e. Dette 
tallet kan bestemmes ved hjelp av funksjonen

f x( )= 1+ 1
x

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
x

Tabellen nedenfor gir oss en idé om hvordan det går med f(x) når x vokser.

Det ser altså ut for at f(x) går mot et tall med de første sifrene 2,718 … Sett 
inn større verdier for x, og finn ut mer om tallet e.

Det kan vises at lim
x→∞

1+ 1
x

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
x

= e,

hvor e = 2,7 1828 1828 45 90 45 …

(Huskeregel: Ibsen ble født i 1828, derfor er e = 2,7 Ibsen Ibsen).

Tallet e kalles for Eulers tall.

La oss se nøyere på eksponensialfunksjonen med e som grunntall, altså

y = ex og y = e–x

Vi kan omskrive den siste funksjonen som

y = e −x = 1
e x
=

1
e
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟
x

4.2

LEONARD EULER

1707–1783
meget allsidig 
matematiker og 
fysiker

x 1 3 4 5 10 100 1000 10 000 100 000

f(x) 2 2,37037 2,44141 2,48832 2,59374 2,70481 2,71692 2,71815 2,71827

FIGUR 4.3
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4
x

y

y = ex y = e−x 

1 2− 2 − 1

2

6

4

altså en eksponensialfunksjon med

a= 1
e
≈ 0,37<1

Grafen til de to funksjonene er tegnet i figur 4.4.

Kontinuerlig forrentning
Vi har sett at dersom en kapital blir forrentet etter 6 % p.a., vil den i løpet av 
et år vokse med faktoren 1,06.

La oss tenke oss at K0 = 10 000 kr settes i banken, og vi får påført rente etter 
et år. Vi har da

10 000 · 1,06 = 10 600 kr.

Hva skjer dersom vi i stedet får påført en halvårlig rente på 3 % to ganger 
i året?

Jo, vi får

10 000 ⋅ 1+ 6
2 ⋅100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

=10 000 ⋅1,032 ≈10 609 kr,

altså 9 kr mer.

Hva skjer med rentepåføring én gang per måned (tilsvarende 0,5 % i måne-
den)?

Etter ett år har vi

10 000 ⋅ 1+ 6
12 ⋅100

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

12

=10 000 ⋅1,00512 ≈10 616,78 kr

FIGUR 4.4
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Funksjonstabell

x f(x)

0 1,00

1 2,90

2 3,59

3 3,85

4 3,95

Denne funksjonen er et eksempel på den generelle funksjonen

f(t) = A – Be–t  t ≥ 0

Denne kalles for læringsfunksjonen. Vi ser at

f 0( ) =A−B og lim
x→∞

f t( ) =A

Grafen til funksjonen vil gå som i figur 4.6. Vi betrakter t som tiden og ser 
at læringen, eller ferdighetsnivået, starter ved t = 0 og har da nivået A – B. 
Når tiden går, øker nivået mot A. Kjenner du deg igjen i din måte å lære på?

En annen funksjon som benytter eksponensialfunksjonen, er den såkalte 
logistiske funksjonen. Den kan ha følgende form

F t( )=
A

1+Be −kt

hvor A, B og k er konstanter.

Vis at F(t) har asymptote y = A, og finn funksjonens skjæring med y-aksen.

Vi ser at denne funksjonen passer godt til forhold som har vekst mot en 
øvre grense.

En influensaepidemi rammer en by, og antall tilfeller per uke kan fra tidligere 
erfaring omtrentlig beregnes etter funksjonen

F t( )=
20

1+17e −1,2t
 i tusen innbyggere.

Vi skal finne hvor mange som kan ventes å bli syke etter én uke, etter to uker, 
og hvor mange som maksimalt kan bli smittet.

Antall influensasyke etter en uke vil være

FIGUR 4.5

t

y

(0, A)

(0, A − B)

FIGUR 4.6

t

y = A 

y

FIGUR 4.7
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F t( )=
A

1+Be −kt

hvor A, B og k er konstanter.

Vis at F(t) har asymptote y = A, og finn funksjonens skjæring med y-aksen.

Vi ser at denne funksjonen passer godt til forhold som har vekst mot en 
øvre grense.

En influensaepidemi rammer en by, og antall tilfeller per uke kan fra tidligere 
erfaring omtrentlig beregnes etter funksjonen

F t( )=
20

1+17e −1,2t
 i tusen innbyggere.

Vi skal finne hvor mange som kan ventes å bli syke etter én uke, etter to uker, 
og hvor mange som maksimalt kan bli smittet.

Antall influensasyke etter en uke vil være
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Den naturlige logaritmefunksjonen
I forbindelse med eksponensialfunksjonen med grunntallet e kan vi få behov 
for å løse oppgaver av typen

e x = 2 e −3x =100 e 3x =3

Her forekommer den ukjente som eksponent, og ingen av de fire regnings-
artene, potensering eller rotutdraging kan «få x til å stå alene».

Vi innfører nå en meget nyttig definisjon: Hvis eb = a, kaller vi b den 
naturlige logaritmen til a, og skriver den

b = lna

Naturlig logaritme
lna er den eksponenten vi må opphøye e i for å få a.

eb = a   ⇔  b = ln a
eln a = a

ln e = 1   fordi   e1 = e

ln e( ) = 1
2

  fordi   e
1
2 = e

ln 1
e
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟=−1   fordi   e −1 =

1
e

Skal vi løse likningen ex = 2, har vi altså ifølge definisjonen x = ln2. Dette 
tallet finner vi ved hjelp av en kalkulator, ln2 ≈ 0,693

Likningen e–3x = 100 løses slik

−3x = ln100 x = ln100
−3

≈ −1,535

Vi skal løse likningen

(ln x)2 – 4 ln x = 0

Her er lnx felles faktor som vi setter utenfor parentesen

ln x(ln x – 4) = 0

4.4
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4

Vi har da to muligheter

1) ln x = 0 ⇔ x = 1
2) ln x – 4 = 0 ⇔ ln x = 4 ⇔ x = e4 ≈ 54,6

Dersom vi ville finne f.eks. ln (–3), skulle dette bli den eksponenten som løste 
problemet eln(–3) = –3, hvilket altså er umulig.

For ethvert positivt tall x har vi elnx = x.

Siden lnx åpenbart er entydig for alle positive tall, kan vi betrakte den som 
en funksjon.

f(x) = ln x  x > 0

kalles den naturlige logaritmefunksjonen.

De viktigste egenskapene til y = f(x) = ln x

1) Df = 〈0, ∞〉  Vf = R

2) lnx er strengt voksende i hele Df

3) lnx er kontinuerlig i hele Df

4) Grafen skjærer x-aksen i x = 1, dvs. ln 1 = 0

5) lim
x→∞

f x( )=∞ og lim
x→0+

f x( )=−∞

Finn definisjonsområdet, og tegn grafen til funksjonene

a) f(x) = ln(2x)

b) g(x) = ln x + 2

c) h(x) = ln(x + 2) 

Bestem definisjonsområdet til følgende funksjoner

a) y1 = ln(x2 – 1)

b) y2 = ln(x2 – 4x)

c) y3 = 1
lnx

Skisser grafen til funksjonene.

EKSEMPEL 4
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4

Den deriverte til y = ln(x2 + 1) er

ʹy = 1
x 2 +1

⋅2x = 2x
x 2 +1

Vi har brukt kjerneregelen, faktoren 2x er den deriverte av kjernen (x2 + 1).

Vi skal drøfte en funksjon til

f (x)= y = x
lnx

hvor Df = 〈0, 1〉 ∪ 〈1, ∞〉 fordi ln 1 = 0.

Funksjonen har en asymptote, den vertikale linjen x = 1.

Vi deriverer y to ganger

ʹy =
1⋅ lnx −x ⋅ 1

x
lnx( ) 2 =

lnx −1
lnx( ) 2

y "=

1
x

lnx( ) 2 − lnx −1( )2lnx 1
x

lnx( ) 4

=

1
x

lnx lnx − lnx −1( ) ⋅2⎡⎣ ⎤⎦

lnx( ) 4 =
2− lnx
x lnx( )3

x

x

e e210

ln x – 1

y'

(ln x)2

(ln x)3

2 – ln x

y''

x

Av fortegnsdrøftingen finner vi at f(x) har:

Minimumspunkt for  x = e  og  f(e) = e

Vendepunkt for    x = e2  og  f(e2) = e
2

2
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Grafen blir som vist i figur 4.10.

y

x
321 4 5

− 2

− 3

− 4

1

2

3

4

5

− 1
6 7 8

6

x f(x)

0,1 –0,04

0,5 –0,72

1 brudd

1,5 3,70

2 2,89

3 2,73

4 2,89

5 3,11

6 3,35

7 3,60

8 3,85

Vi har sett at det er en meget sterk sammenheng mellom ex og lnx. Dette gjør 
at vi på en enkel måte kan finne den deriverte til eksponensialfunksjonen 
f(x) = ex.

Vi vet fra tidligere i kapitlet at x = ln(ex)

Før vi deriverer begge sider av denne likheten med hensyn på x, ser vi at vi 
bør bruke kjerneregelen på høyre siden og sette u = ex.

Da får vi   x = ln(ex)  ⇒  x = ln u

Så kan vi derivere på begge sider

   1= 1
u
⋅ ʹu   ⇒  u = uʹ

Vi har altså kommet frem til følgende bemerkelsesverdige resultat:

Den naturlige eksponensialfunksjonen f(x) = ex har seg selv til derivert.

Den deriverte til den naturlige eksponensialfunksjonen
f(x) = ex   ⇒   f ʹ(x) = ex

FIGUR 4.10
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Dersom eksponenten består av en funksjon av x, må vi bruke kjerneregelen.

f(x) = eg(x)   ⇒   f ʹ(x) = eg(x) · gʹ(x)

De deriverte til de sammensatte funksjonene er

y = e3x    ⇒   yʹ = e3x · 3 = 3e3x

y = e −x 2    ⇒   ʹy = e −x 2
⋅ −2x( ) =−2xe −x 2

y = ln(ln x)  ⇒	  ʹy = 1
lnx

⋅
1
x
=

1
x lnx

Vi skal derivere f(x) = e3x – 2

Vi bruker kjerneregelen. Kjernen er u = 3x – 2, og dens deriverte er uʹ = 3

f ʹ(x) = e3x – 2 · 3 = 3e3x – 2

Vi skal drøfte funksjonen

De deriverte blir

y = xex, hvor Df = R.

yʹ = 1 · ex + x · ex = (1 + x)ex

yʺ = 1 · ex + (1 + x) · ex = (2 + x)ex

Fortegnskjemaet for yʹ og yʺ:

– 2 – 1
x

1 + x

y'

2 + x

y''

ex

ex

Her ser vi at yʹ skifter fra – til + ved x = –1, altså har vi et minimumspunkt 

for x =−1. f −1( ) =−
1
e
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yʺ skifter fortegn for x = –2, og det er da et vendepunkt.
f(–2) = –2e–2 ≈ –0,27

Grafen til f(x) har denne fasongen:

– 3 – 2 – 1 1

– 2

2

4

6

y

x

x f(x)

–3,0 –0,15

–2,5 –0,21

–2,0 –0,27

–1,5 –0,33

–1,0 –0,37

–0,5 –0,30

0 0,00

0,5 0,82

1 2,72

1,5 6,72

Finn den deriverte til funksjonene i oppgave 4.9 og 4.10

Deriver følgende funksjoner

a) f(x) = 3 ex

b) f(x) = e3x

c) f(x) = e–3x

d) f(x) = 1
e 3x

e) f(x) = e–5x + 3

f) f(x) = ln(3x)

g) f(x) = ln(3x + 2)

h) f(x) = ln(3x2)

i) f(x) = (lnx)4

Deriver disse funksjonene

a) y = 4−3e −x

b) y = 20
1+17e −1,2x

c) y = e x 2+3x

d) y = lnx( ) 2 −5lnx+6

e) y = lnx+2( ) 2

Drøft funksjonene i oppgave 4.23.

Deriver følgende funksjoner

a) y = ln(2x + 6)

b) y = lnx
3x

c) y = ln x+2

d) y = 3e–x

e) y = x2e–2x

FIGUR 4.12

OPPGAVE 4.21

OPPGAVE 4.22

OPPGAVE 4.23

OPPGAVE 4.24

OPPGAVE 4.25
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La oss se på grenseproblemet

lim
x→0

2x
e x −1

Vi ser også her at vi får et ubestemt uttrykk av type 1, idet både teller og 
nevner går mot 0. Problemet her er at vi ikke kan forkorte den faktoren som 
går mot null. Tegner vi grafen til

f (x)= 2x
e x −1

ved hjelp av en kalkulator, vil vi sikkert få en mistanke om at grenseverdien 
eksisterer og er lik 2.

– 3 – 2 – 1 0 1

2

4

6

y

x

Vi skal nå se på en måte som gjør at vi i mange tilfeller kan bestemme slike 
grenseverdier.

Anta at vi har to funksjoner f(x) og g(x) som begge er definert i et intervall, I.

Anta videre at begge funksjonene er kontinuerlige og deriverbare i det indre 
av I.

La videre x0 være et indre punkt i I slik at både f(x0) = 0 og g(x0) = 0.

Vi skal bestemme  lim
x→x0

f (x)
g(x)

Vi ser at vi får et ubestemt uttrykk, nemlig 0
0

I stedet for å la x gå mot x0, kan vi tenke oss at vi befinner oss i et punkt som 
ligger i avstanden Dx fra x0. Vi kan da skrive

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
Δx→0

f (x 0 +Δx)
g(x 0 +Δx)

EKSEMPEL 2
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En funksjon f er gitt ved

f(x) = (lnx)2 + 4 lnx x > 0

a) Finn nullpunktene.

b) Bestem eventuelle ekstremalpunkter og ekstremalverdier.

c) Tegn grafen til f.

En funksjon f er gitt ved

f(x) = e2x – 2ex, der x er et vilkårlig tall.

a) Finn nullpunktene.

b) Bestem eventuelle ekstremalpunkter og ekstremalverdier.

c) Tegn grafen til f.

L’Hôpitals regel
Når vi foretar grensebetraktninger, kan det av og til hende at vi ender opp 
med såkalte ubestemte uttrykk. Dette kan være uttrykk av disse typene

1) 0
0

   2) ∞
∞

   3) 0 · ∞   4) ∞ – ∞

Noen ganger har disse uttrykkene en mening.

Vi skal bestemme grenseverdien

lim
x→2

x 2 −4
x −2

Vi ser uten videre at både teller og nevner går mot null, og vi har derfor et 
ubestemt uttrykk av type 1. Her kan vi på en grei måte finne grenseverdien, 
idet vi kan faktorisere teller og forkorte den «brysomme» faktoren (x – 2).

lim
x→2

x 2 −4
x −2

= lim
x→2

(x+2)(x −2)
x −2

= lim
x→2

(x+2)= 4

OPPGAVE 4.32
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SAMMENDRAG AV KAPITTEL 4

Den generelle eksponensialfunksjonen

f(x) = ax  hvor a > 0

(0,1) (0,1)

x

y

x

y

0 < a < 1a > 1

Eulers tall

e = lim
x→∞

1+ 1
x

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
x

=2,718281828459045…

Spesiell eksponensialfunksjon
y = f(x) = ex

Naturlig logaritme
y = f(x) = ln x  hvis  ey = x  og  x > 0

x

y

y = x 
y = ex 

y = 1nx 

1 2− 2 − 1
− 1

− 2

1

2

Logaritme med grunntall 10
y = f(x) = log x  hvis  10y = x  og  x > 0

Generell logaritme
y = f(x) = log ax  hvis  ay = x  og  x > 0

FIGUR 4.14

FIGUR 4.15
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